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Liczby binarne i arytmetyka komputeréw




Arytmetyka komputeréw

» Zapis liczb — dwaojkowy.

>
>
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Kazda z liczb zapisywana jest za pomoca cyfr o i 1.

Uktad jest pozycyjny — waga cyfry zalezy od miejsca, w ktérym zostata ustawiona.
Najmniej znaczace miejsca sg po stronie prawe;j. ..

1010to1x 28 +0x224+1x2'+0x2°czyli8 +o0+2+0=10

NB liczby parzyste maja zero na koncu, nieparzyste — 1.

» Arytmetyka dwéjkowa — bardzo prosta.

>

>
>
>
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o+0=0
1+0=0+1=1
1+1=10
1x1=1
1X0=0X1=0
0Xx0=0



Operacje logiczne

(Podstawowe) operacje logiczne to suma logiczna (OR), iloczyn logiczny (AND), negacja
(NOT), réznica symetryczna (XOR)

OR |0 |1 AND | o XOR | O
O |0 |1 0|0 OO
1111 110 111




Arytmetyka komputera

Arytmetyka ,klasyczna”

JesteSmy przyzwyczajeni do nastepujacych ,rzeczy”:

Jezelix A0toVa a+x+#a
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Arytmetyka komputera

Arytmetyka ,klasyczna”

JesteSmy przyzwyczajeni do nastepujacych ,rzeczy”:
Jezelix A0toVa a+x+#a
at+tb+---+z=z+y+---+b+a

Ya,beRa<b dc:a<c<b

.\/ arytmetyce komputerowej powyzsze zasady nie zawsze obowigzuja!



Liczby ,,zmiennoprzecinkowe”

1. Arytmetyka
1.1 Liczby naturalne
1.2 Liczby catkowite
1.3 Liczby wymierne
1.4 Liczby rzeczywiste
2. Komptery
2.1 Liczby catkowite (,integer”)
2.2 Liczby ,statoprzecinkowe”
2.3 Liczby ,zmiennoprzecinkowe”




Liczby catkowite |
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Sytuacja dosy¢ klarowna.
Na n bitach mozemy zapisa¢ liczby catkowite dodatnie z zakresu od zera do 2" — 1
Jest pewien problem z liczbami ujemnymi: trzeba zarezerwowaé miejsce na znak

Trzeba to tak zrobi¢, zeby podstawowe operacje (dodawanie, odejmowanie i
mnozenie,...) byly wykonywane tak samo gdy argumenty s3g dodatnie jak i wtedy gdy
s3 ujemne.

Uktad ,,uzupetnieniowy” to zatatwit.

Czasami korzysta sie z kodu BCD (Binary Coded Decimal — (cyfry) dziesietne
kodowane binarnie: liczba zapisywana jest w uktadzie dziesietnym (za pomocg cyfr
dziesietnych), ale poszczegolne cyfry kodowane sg binarnie

321(10) zapisywane jest jako 0011 0010 0001,



Liczby ujemne

1. Trzeba zarezerwowac jeden bit na zapamietanie znaku!
2. Wariant najprostszy 3 — 0000011

3. Wariant najprostszy —3 — 1000011
Jest to zapis ,znak-modut”

4. Ale jak dodawac takie liczby?




Liczby ujemne

Tablica odejmowania:

— 10 1
O |0 1
1 1 O

(Zaktadamy, ze operujemy na liczbach czterobitowych!)

0011 — 1 = 0010
0010 — 1 = 0001
0001 — 1 = 0000
0000 — 1 =11

Zatem —1to 1111 (czterobitowo!)




Liczby ujemne

Dokonajmy prostego sprawdzenia:




Liczby ujemne

Dokonajmy prostego sprawdzenia:

5+(—1)
O 1 O
17 1 1
O 1 O



Dygresja

Liczby dziesietne, dwucyfrowe:

N W

O W



Dygresja

Liczby dziesietne, dwucyfrowe:

W|No W

N[O W



Negacja liczby

Mnemotechniczny algorytm negacji jest bardzo prosty: ,negujemy” wszystkie bity,
a powstata liczbe zwiekszamy o 1:
1to 0001
negacja: 1110
zwiekszenie 0 1: 1111
2 to 0010
negacja: 1101
zwiekszenie o 1: 1110
sprawdzenie 5 + (—2)
O 1 O 1
1 1 1 O
1.0 0 1 1




Liczby , statoprzecinkowe”

1. Liczby w ktérych na zapamietanie czesci catkowitej przeznacza sie
kilka(nascie/dziesiat) bitow

2. Na zapamietanie czesci utamkowej rowniez uzywa sie kilku(nastu?) bitow:
[1[of1]of, [1]o]1]0]
co odczytujemy jako:
1%254+0%x22+1x2'+0%x2°+1x2"+0x224+1x234+0x2"%|ub
8424  + 5 czyli10,625

3. Uzywany bardzo rzadko (finanse??)

4. Z matematycznego punktu widzenia s3 to liczby wymierne

5. Jak w tej postaci zapisac liczbe 1,1




Liczby ,,zmiennoprzecinkowe” |

1. 53 to liczby zapisywane (kodowane) w sposéb podobny do znanego nam:
€ = 299792458 ~ 3 % 108 m/s

2. Czyli w postaci mantysa (2,99792458) plus wyktadnik 8, zatem 2,99792458*108 albo
inaczej 2,99792458 e8

3. W przypadku komputeréw podstawa kodowania (tak mantysy jak i wyktadnika) to 2!

4. Dodatkowo liczby zapisywane sg zawsze w postaci ,znormalizowanej” czyli takiej, ze
cyfra przed przecinkiem (kropka) dziesietnym jest zawsze z zakresu miedzy 1a 9.
(a w uktadzie dwojkowym zawsze jest rowna 1!)

5. Na zapamietanie mantysy i wyktadnika przeznaczana jest zawsze skoficzona liczba
bitow.

6. Z matematycznego punktu widzenia sa to liczby wymierne (o ograniczonym zakresie).

7. Sposdb zapisu liczb zmiennoprzecinkowych reguluje standard IEEE-754.




Liczby ,,zmiennoprzecinkowe” 1|

Zgodnie ze standardem liczba zmiennoprzecinkowa zapisywana jest tak:

Bit
31 24|23 16|1 5 8 | 7 0
SEEEEEEEEMWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Wyktadhik Mantysa
Znak

» Zakres liczb: +1,18 - 10738 do okoto £3,4 - 10%.
» Doktadnos$¢: 7-8 cyfr dziesietnych.
» Przypadki szczegdlne:
» +0 — wszystkie bity sg zerami
» —o0 — bit znaku ustawiony, wszystkie bity sg zerami
» liczby mate (denormalized numbers) — nie zaktada sie niezerowego pierwszego bitu

. "




Liczby ,,zmiennoprzecinkowe” Il

» 400 — ustawione wszystkie bity wyktadnika, mantysa réwna zero (jako wynik dzielenia
przez zero, na przyktad)

» NaN (Not a Number) ustawione wszystkie bity wyktadnika, mantysa rézna od zera.




Pare probleméw

1. Zawsze(?) ograniczona liczba bitéw przeznaczona na zapamietanie liczby (ale znane
sg specjalne programy, ktére starajg sie te ograniczenie przezwyciezac).

2. Wynik dziatan arytmetycznych czesto prowadzi do powstania nadmiaru (czyli
przekroczenia maksymalnej dopuszczalnej wartosci liczb).

3. Wiekszos¢ liczb ktore (z przyzwyczajenia) traktujemy jako doktadne, nie ma
doktfadnej reprezentacji dwéjkowej (0,5 jest OK ale 0,1 juz nie).




Operacje na liczbach zmiennoprzecinkowych |

1.

Mnozenie.

Jest proste: mnozymy mantysy i dodajemy wyktadniki.

1,33e+3 *x1,55e+7 = 2,0615 e+10

Nastepnie trzeba wynik ,,obcia¢” do odpowiedniej liczby miejsc znaczacych (w
naszym przypadku niech to bedg trzy cyfry) — 2, 06 e+10

W przypadku liczb binarnych bedzie podobnie.

Uwaga: czasami moze zdarzy¢ sie problem: w wyniku mnozenia liczba moze ulec
»denormalizacji” — woéwczas trzeba jg znormalizowaé, zaokragli¢ i skorygowac
wyktadnik: 5,55 e40 x 6, 33e+0 = 35,13e+0 = 3,51e+1

. Dzielenie.

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenie (dzielimy mantysy, odejmujemy
wyktadniki). W przypadku ,denormalizacji, postepujemy jak wyzej
1,33e+0/9,88e+0 = 0,134615385e+0 = 1,35e—1



Operacje na liczbach zmiennoprzecinkowych Il

3. Dodawanie.
Sprawa nieco bardziej skomplikowana. Aby dodawac liczby zmiennoprzecinkowe
trzeba je najpierw ,,zdenormalizowac” i doprowadzi¢ do réwnosci wyktadnikow:
1,22e+0+ 3,35 — 4 = 1,22e+0 + 0,000335e+0 = 1,220335e+0 = 1,22e+0
a nastepnie zaokragli¢ i znormalizowac. ..

4. Odejmowanie.
Identycznie jak dodawanie.




Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czesc¢ catkowita:
Liczbe dzielimy przez dwa zapisujac reszty z dzielenia:
10 |
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Konwersje
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czesc¢ catkowita:
Liczbe dzielimy przez dwa zapisujac reszty z dzielenia:
10
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Reszty z dzielenia zapisujemy ,od konca” otrzymujac 1010




Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
Liczbe mnozymy przez dwa i zapisujemy czesc¢ catkowita:
33
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
Liczbe mnozymy przez dwa i zapisujemy czesc¢ catkowita:
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
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Konwersje
Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje
Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
Liczbe mnozymy przez dwa i zapisujemy czesc¢ catkowita:
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego
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Konwersje

Dziesietny do dwojkowego

Czes¢ utamkowa:

Liczbe mnozymy przez dwa i zapisujemy czesc¢ catkowita:
33

,66

,32

,64

,28

,56

12

,24

,48

,96

,92

,84

,68
10101000111,=0,32983398437510

4 a2 a2 000 20 a0 a0

O,

Q




Konwersje

Dwoéjkowy do dziesietnego

Do zrobienia w domu'!




Whioski

1. Konwersja liczb dziesietnych do dwéjkowych czesto wprowadza btedy.
2. Ograniczona liczba bitéw powoduje, ze kazde dziatanie wykonywane jest z btedem.

3. W przypadku wielokrotnego powtarzania jakiego$ obliczenia sprawa zaczyna mieé
znaczenie...




Czesc i

Btedy numeryczne




Btedy
Bardzo prosty przyktad. Mamy dwa wyrazenia:
Wyrazenie 1
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Btedy
Bardzo prosty przyktad. Mamy dwa wyrazenia:
Wyrazenie 1

x=((b+a)—a)/b

Wyrazenie 2

y=(b+(a—a)/b

Jaki powinien by¢ wynik dziatan dla:
1. a=5ib =100
2. a=1.0%orazb =1.0"%

3. a=10"%orazb=1.0""

.prawdz’my w praktyce...



Dtugotrwate obliczenia |

Program w Pascalu dokonujacy wielokrotnie prostej dosy¢ operacji. Na podstawie Some
issues on floating-point precision under Linux

program caos;

{$n+] { you need to activate hardware floating -point calcul
in order to use the extended type }

uses
crt;

var
S single; { 32-bit real 1}
r real; { 48-bit real }
d double; { 64-bit real }
e extended; { 8o-bit real }



http://linuxgazette.net/issue53/ward.html
http://linuxgazette.net/issue53/ward.html

Dtugotrwate obliczenia Il

i : integer;

begin
clrscr;

= 0.5;
:= 0.5;
0.5;
:= 0.5;

D QO = wn
1]

for i := 1 to 100 do
s := 3.8 * s * (1
r := 3.8 *r * (1
3.8 *d * (1




Dtugotrwate obliczenia lll
e := 3.8 *e * (1 -e);

if (i/10 = int(i/10)) then begin
writeln (i:10, s:16:5, r:16:5,
d:16:5, e:16:5);
end;
end;

readln;
end.

Program wykonuje do$¢ proste obliczenia: sto razy wylicza wyrazenie:

X=3.8%xx%(1—x)

.rukowana jest co dziesigta wartosé:



Dtugotrwate obliczenia IV

10 0.18510 0.18510 0.18510 0.18510
20 0.23951 0.23963 0.23963 0.23963
30 0.88423 0.90200 0.90200 0.90200
40 0.23013 0.82493 0.82493 0.82493
50 0.76654 0.53714 0.53714 0.53714
60 0.42039 0.66878 0.66878 0.66879
70 0.93075 0.53190 0.53190 0.53203
80 0.28754 0.93557 0.93557 0.93275
90 0.82584 0.69203 0.69203 0.79884
100 0.38775 0.41983 0.41983 0.23138

Widaé wyraznie, ze precyzja liczb ma wptyw na wyniki obliczen. ..




Podstawowe definicje

Wielkos¢ — dowolna stata matematyczna, wynik jakiej$ operacji matematycznej
(dziatania), pierwiastek rozwigzywanego réwnania. 7 jest okreslony jako stosunek obwodu
okregu do jego $rednicy; 1/2 jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego X? — 2 = o.
Warto$¢ doktadna wielkosci — warto$é wynikajgca wprost z definicji wielkosci, nie
obarczona zadnymi btedami.

Wartosc przyblizona wielko$ci — wartos¢ liczbowa uzyskana w wyniku obliczen.
Zazwyczaj w wyniku obliczen nie uzyskujemy doktadnej wartosci.




Wielkosci fizyczne

Cisnienie, temperatura, dlugosc, stezenie — to przyktady wielkosci fizycznych, ktére
bardzo czesto ,mierzymy”.

Kazdy pomiar obarczony jest btedem wynikajagcym z doktadnosci uzytego narzedzia
pomiarowego.

Warto$¢ doktadna to temperatura w jakims miejscu sali; warto$¢ przyblizona — to
wartos$¢ zmierzona jakims$ termometrem.




Obliczenia

» Uzywamy komputera do dokonania jakichs obliczen.
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» Czy mozemy powiedzie¢, ze wyznaczona liczba ma wszystkie cyfry poprawne?, Czy
rézni sie od wartosci doktadnej o mniej niz 0,5 - 10782




Obliczenia

» Uzywamy komputera do dokonania jakichs obliczen.

» Komputer podaje wynik (a = 5,34273343) majacy 8 cyfr po przecinku.

» Czy mozemy powiedzie¢, ze wyznaczona liczba ma wszystkie cyfry poprawne?, Czy
rézni sie od wartosci doktadnej o mniej niz 0,5 - 10782

P> A co z sytuacja, ze zastosowana metoda obliczen jest mato doktadna?




Btad bezwzgledny wartosci przyblizone;j |
Niech A bedzie wartoscig doktadng, a a wartoscig przyblizong pewnej wielkosci. Bledem
bezwzglednym wartosci przyblizonej nazywamy kazdg liczbe Aa spetniajgcg warunek:
|A—al| < Aa,

to znaczy taka liczbe, ze
a—Aa<A<a+ Aa.

Warto$¢ przyblizona a i jej btad bezwzgledny Aa wyznaczajg przedziat:
<a—Aa;a+ Aa >,

do ktérego nalezy doktadna wartos¢ A
Btad bezwzgledny nie jest okreslony jednoznacznie!




Liczba przyblizona

Jezeli a jest wartoscig przyblizong dla wartosci doktadnej A, obcigzong btedem Aa, to pare

liczb Aa, a zapisang w postaci

Aa
a

bedziemy nazywali liczba przyblizong dla A.




Wiemy, ze m = 3,14159265 . . .. Wartoscia przyblizong 7 czesto uzywang w rachunkach,
jest liczba 3,14.

Jej btedem bezwzglednym jest na przyktad liczba Aa = 0,0016.

Dokfadna warto$¢é 7 jest zawarta miedzy liczbami:

3,14 — 0,0016 < 7 < 3,14 4 0,0016
to znaczy 7 znajduje sie w przedziale

< 3,1384; 3,1416 >

. 1 0,0016
Zatem mozemy zapisa¢ m = 3,14




,RoOwnos$¢ w przyblizeniu”

B
Jezeli liczby przyblizone ai b sa takie, ze przedziat < a — «a; a + a > jest zawarty
B
w przedziale < b — ;b + [ > to méwimy, Ze liczba 3jest w przyblizeniu réwna liczbie p.
B
Zapisujemy to 3:b.

B B
Z tego ze ,,8 jest w przyblizeniu réowne p NIE WYNIKA, Ze p jest w przyblizeniu réwne a!




Zaokraglanie liczb przyblizonych

Dla dowolnej liczby przyblizonej ai dowolnej liczby rzeczywistej b zachodzi zwigzek:

o atla—b|
a= b

Lo, o S a+|a—b|
czyli a jest w przyblizeniu rébwne b

Zaokraglanie stosujemy wtedy, gdy wynik jakich$ dziatan ma zbyt wiele cyfr. Zastepujac
0,0000027 | . . .
liczbe a— 3,14159 liczba 3,14 mozemy oszacowac btad. Wynosi on

0,0000027 + |3,14159 — 3,14. Czyli: 0,0015927. Zatem:

0,0000027  0,0015927
3,14159 = 3,14




Zaokraglanie liczb przyblizonych

Jezeli B > «, to:
(0%
a=b
0,0015927 0,0016

Zatem 3,14 = 3,14




Reguty zaokraglania

» Gdy wynik dziatania arytmetycznego ma (za) duzo cyfr - mozemy odrzucic ,ostatnie,
zbedne cyfry” (pamietajac o zwiekszeniu btedu zaokraglenia).

» Gdy pierwsza odrzucong cyfra jest 0, 1, 2, 3, 4 - cyfr pozostawionych w wartosci
przyblizonej nie zmieniamy.

> Jezeli pierwszg odrzucong cyfrg jest 5, 6, 7, 8, 9 - do pozostawionej czesci wartosci
przyblizonej dodajemy 1 na ostatnim zostawianym miejscu dziesietnym.

Taka zmiana liczby przyblizonej nazywa sie poprawnym zaokragleniem.




Btad wzgledny

Btedem wzglednym wartosci przyblizonej a obarczonej btedem bezwzglednym Aa

nazywamy liczbe:
Aa

ea=—
a|




Dziatania na liczbach przyblizonych

a+ps
=a+b

ST ™

a
a+

- ‘- Politechnika Wroctawska



Dziatania na liczbach przyblizonych
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Dziatania na liczbach przyblizonych

o B lalB+|blatas
- b= ab

Q
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Dziatania na liczbach przyblizonych

iloczyn
o« B lal+lblatas
a- b= ab
dzielenie
2g 9
’ b
gdzie
L actlgls
b| — B




Dziatania na liczbach przyblizonych

suma

1. Pierwszy najmniej korzystny przypadek:
a—a+b—F=(a+b)—(a+p)

2. Drugi najmniej korzystny przypadek:
at+a+b+ = (a+b)+ (a+p)




Dziatania na liczbach przyblizonych

suma

1. Pierwszy najmniej korzystny przypadek:
a—a+b—F=(a+b)—(a+p)

2. Drugi najmniej korzystny przypadek:
at+a+b+ = (a+b)+(a+p)

(Zadanie domowe: jak bedzie w przypadku roznicy? A w przypadku iloczynu?)




Przyktad

Obliczy¢ warto$é wielomianu
W(X) = aox* + ax® + ax* + azx + a,

dlax =2,1.
Przyjmijmy, ze wspotczynniki wielomianu sg liczbami doktadnymi i réwnajg sie:

do = 2,3, 01 = 3, 0 = —4,5, a3 = 7,2, d4 = —0,1

Najpierw obliczenia wykonamy z doktadnoscia do dwdch miejsc po przecinku, a pézniej z
doktadnoscia do czterech.




Przyktad cd

dwie cyfry

0,00 0,0 0,000 0,001
X3 =4,41 X 2,1=9,261=>9,26

0,001 0,0 0,0021 0,0061
—9 26 X 2 ,1=19, 446 :>19 45

4 o, 0061 0,01403 0,01903 0,02
2,3 % x* =23 X 19,45 =44.735 4474 =44.74

o 0,001 0,003
3X =3 X 9,26 =27,78

Py 0,0 0,00 0,000 0,005
—4,5x° =—4,5 X 4,41=—19,845=—19,85

0,0 0,0 0,00
7,2X =7,2 X 2,1=>15,12

suma:
0,02 0,003 0,005 0,00 0,0 0,028

w(2,1) =44,74 + 27,78 —19,85 + 15,12—0,1=67,69




Przyktad cd

cztery cyfry
, 00 00 000
X =21 X 2,1=4,41
0,00 0,0 0,000

x3 =4,41 x 2,1=9,261

0,000 0,0 ©0,0000
4 =9,261 X 2,1=19,4481
0.0 0,0000 0,0000 0,00003

4 =2.3 X 19,4481=44,73063=>44,7306

0,000 0,000

3x3 —3 X 9,261=27,783

0,0 0,00 0,000

—4,5x* =—4,5 X 4,41=—19,845

0,0 0,0 0,00
7,2X =7,2 X 2,1=15,12

2,3 X X

L 0,00003 0,000 0,000 0,00 0,0 ©0,00003
w(2,1) =44,7306 + 27,783 — 19,845 + 15,12 — 0,1=67,6886




Przyktad cd

Zatozmy teraz, ze wspdtczynniki obarczone sa btedami i réwnaja sie:

0,01 o 0,02 0,02 0,01
Go =2,3, O1 =83, 0z =—4,5, d3 =7,2, d4 =—0,1

dwie cyfry

0,42
w(2,1) =67,69

cztery cyfry

0,3678 0,3692 0,37
w(2,1) =67,6886=>67,69=67,69

Prowadzenie obliczen z doktadnoscia do czterech cyfr po przecinku praktycznie nie zwiekszyto doktadnosci!
Wynika to stad, ze dane obarczone sg duzym btedem (juz druga cyfra po przecinku nie jest doktadna).




Literatura dodatkowa |

@ John Bayko.
Great microprocessors of the past and present.
https://web.archive.org/web/20120415121639/http:
//jbayko.sasktelwebsite.net/cpu.html, 2003.

[ David Goldberg.
What every computer scientist should know about Floating-Point arithmetic.
Numerical Computation Guide. Sun Microsystems, Palo Alto, 2000.
Dostepne jako:
https://docs.oracle.com/cd/E19957-01/806-3568/ncg_goldberg.html.

ﬁ Witold Komorowski.
Architektura Minikomputerow.
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa, 1980.



https://web.archive.org/web/20120415121639/http://jbayko.sasktelwebsite.net/cpu.html
https://web.archive.org/web/20120415121639/http://jbayko.sasktelwebsite.net/cpu.html
https://docs.oracle.com/cd/E19957-01/806-3568/ncg_goldberg.html

Literatura dodatkowa Il

ﬁ Witold Komorowski.
Architektura Komputerow.
Wydawnictwo Politechniki Wroctawskiej, Warszawa, 1986.

ﬁ Witold Komorowski.
Architektura Komputerow: Skrypt.
Politechnika Wroctawska, Wroctaw, 1987.

ﬁ Witold Komorowski.
Instrumenta Computatoria: [wybrane Architektury Komputerdw].
"Helion", Gliwice, 2000.

& Witold Komorowski.
Krétki Kurs Architektury | Organizacji Komputerow.
Mikom, Warszawa, 2004.




Literatura dodatkowa Ill

@ Wojciech Myszka.
Przyktadowe programiki pokazujace problemy numeryczne.
Dostepne pod adresem
https://myszka.kmim.wm.pwr.edu.pl/uploads/TI/kod.pdf, pazdziernik 2008.

[l Roman Zuber.
Metody numeryczne i programowanie.
WSziP, 1975.
fragmenty: https://myszka.kmim.wm.pwr.edu.pl/uploads/TI/zuber.pdf.
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